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CPGE

CONCOURS BLANC N: 1

option technologique

MATHÉMATIQUES

Aucun instrument de calcul n’est autorisé.
Aucun document n’est autorisé.

Les candidats sont invités à soigner la présentation de leur copie,à mettre en
évidence les principaux résultats, à respecter les notations de l’énoncé, et à don-
ner des démonstrations complètes (mais brèves) de leurs affirmations.

EXERCICE 1

On se propose de déterminer par deux méthodes,les suites de réels (un)n∈N et (vn)n∈N
vérifiant les relations de récurrence:

Pour tout entier naturel n :


un+1 =

2

3
un +

1

2
vn

vn+1 =
1

3
un +

1

2
vn

avec u0 = 1et v0 = 1

1. Montrer par récurrence que ,pour tout entier naturel n : un + vn = 2

2. On définit la suite (xn)n∈N par:

∀n ∈ N, xn = vn −
4

5

(a) Utiliser la question qui précède pour montrer que la suite (xn)n∈N est une suite
géométrique. En déterminer la raison.

(b) Exprimer xnen fonction de n. En déduire vn puis un en fonction de n puis vérifier

que un+1 =
1

6
un + 1 pour tout entier n.

(c) Montrer que les suites (un)n∈N et (vn)n∈N sont convergentes vers des réels respec-
tifs l1 et l2 à préciser.

(d) Recopier (en l’écrivant comme sur Scinotes) et complèter le programme ci-contre
pour qu’il demande à l’utilisateur une valeur de n, et calcule le terme un corre-
spondant:
u=1;n=input(’donner une valeur de n :’);........u=..........;end;disp(u);
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(e) Que faut il changer pour que le script quand il est executé affiche les 10 premiers
termes de la suite (un)n∈N

3. On considère les matrices à coefficients réels B et C définies par :

B =
1

5

(
3 3
2 2

)
, C =

1

5

(
2 −3
−2 3

)
(a) Les matrices B et C sont elles inversibles ?

(b) Montrer l’existence d’une matrice carrée d’ordre 2,à coefficients réels,notée A telle
que pour tout entier naturel n :(

un+1

vn+1

)
= A

(
un
vn

)
(c) Vérifier que l’on a : {

B + C = I

B +
1

6
C = A

I désigne la matrice unité d’ordre 2.

(d) Calculer les produits matriciels B2,C2,BC,CB.

(e) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n :(
un
vn

)
=

(
B +

(
1

6

)n

C

)(
u0
v0

)
(f) Retrouver ainsi l’expression de un et de vn en fonction de n .

Vérifier que l’on a: (
l1
l2

)
= B

(
u0
v0

)
EXERCICE 2

On dispose d’une urne qui contient des boules numérotées de 1 à N ,N étant un entier
naturel non nul.
On y effectue une suite de tirages successifs d’une boule avec remise de la boule tirée
avant de procéder au tirage suivant. On désigne par X la variable aléatoire réelle égale au
nombre de tirages nécessaires pour voir pour la première fois toutes les boules de l’urne.

1.Calcul de la somme d’une série

On considère un entier n > 1et la fonction définie sur l’intervalle [0, 1[ par :

∀x ∈ [0, 1[, Sn(x) =
n∑

k=0

xk
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Donner l’expression de Sn(x) et en déduire la valeur de la somme :

S(x) =
+∞∑
k=0

xk

On rappelle que:
+∞∑
k=0

kxk−1 =
1

(1− x)2

2.On suppose que l’urne contient 2 boules (N=2)

1. Montrer que la probabilité d’avoir effectué n tirages pour voir pour la première fois

les deux boules de l’urne,est donnée par : pour n > 2 p [X = n] =

(
1

2

)n−1

2. Vérifier que la variable aléatoire Y = X − 1 suit une loi géométrique. Quel en est
son paramètre ? Donner la valeur de l’espérance et de la variance de Y. En déduire
l’espérance et la variance de X.

3.On suppose que l’urne contient 3 boules (N=3).Notons A,B,C ces 3 boules

On note An (respectivement Bn ,Cn) l’événement:“la boule A (respectivement la boule
B,la boule C )n’a pas été obtenue au cours des n tirages, n ∈ N∗

1. Déterminer les probabilités suivantes :

p [An] , p [An ∩Bn] , p [An ∩Bn ∩ Cn]

2. Exprimer l’événement [X > n] en fonction des événements An,Bn,Cn.

3. En utilisant la formule ci-dessous :

p(An ∪Bn ∪ Cn) =
p(An) + p(Bn) + p(Cn)− p(An ∩Bn)− p(Bn ∩ Cn)− p(An ∩ Cn) + p(An ∩Bn ∩ Cn)

Prouver que pour tout n > 2 :

p [X > n] = 3

(
2

3

)n

−
(

1

3

)n−1

4. En déduire que la loi de X est donnée par :

pour tout n > 3 p [X = n] =

(
2

3

)n−1
− 2

(
1

3

)n−1

5. Vérifier que :
+∞∑
n=3

p [X = n] = 1

6. Montrer que X admet une espérance et déterminer cette espérance.
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EXERCICE 3

Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 1. On considère la fonction fn définie par:

fn(x) = { (n+1)(n+2)xn(1− x) si x ∈ [0; 1]
0 sinon

Partie A:

1. Vérifier que fn est continue sur IR

2. Calculer :
∫ 1

0 xn(1− x) dx

3. En déduire que fn est une densité de probabilité

Partie B:
Vous voulez vous rendre par train de Kenitra à Marrakech.En gare on vous annonce un
retard de moins d’une heure.On admet que la durée de retard(en heures) est une variable
aléatoireX admettant pour densité de probabilité la fonction f1définie par :

f1(x) =

{
6x(1-x) six∈ [0; 1]

0 sinon

F1 désigne la fonction de répartition de X

1. Déterminer F1(x) pour x < 0 et x > 1 et montrer que:
pour tout x ∈ [0; 1] :F1(x) = 3x2 − 2x3

2. Écrire un script en Scilab qui permet de tracer la courbe de la fonction de répartition
F1 dans un cadre avec x variant entre 0 et 1 et y variant entre −1 et 2 avec la couleur
de votre choix.

3. quelle est la probabilité que le train ait moins d’une demi heure de retard?

4. quelle est la probabilité que le train ait un retard entre un quart d’heure et une demi
heure?

5. On annonce que le retard sera inférieur à une demi heure. Quelle est la probabilité
qu’il soit supérieur à un quart d’heure?

Partie C:

1. Vérifier que tf1(t) =
1

2
f2(t) pour tout réel t. En déduire l’espérance de X

2. Exprimer t2f1(t)en fonction de f3(t) et en déduire que X admet une variance et la
calculer
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